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Sunto. 

Si dimoetr.. l.. identità birazion..le di tutti i piani tripli ..venti 
una medesima curva di diramazione.• 

§ l. - L.. preeente Not.. è dedic..t.. all.. dimoetr..zione dell .. 
identità birazion..le di tutti i pi..ni tripli aventi un.. me6e.ima 
ourva di diramazione. 

Come è noto (1) è .tat.. dimo.trat.. la unicità birazion..le del 
pi..no triplo diramato da una data curva 'P. quando e••o po.... pen­
ssrBi ottenuto proiettando BU di un piano una snperftcie algebrica t1I 
'di ol'dine N d.. un .no punto O mnltiplo.•econdo N - 3 nel c,,"o 
in coi la rfl possa ridursi, con ODa ~rl\8formnzione di de JOllqnières 
di centro O, Bo possedere cO,me 801e singolarità una curva tri pIa non 
p....ante per O nè ..vente corde per O, 

lnvero ogni piano triplo di questa classe, cbe può considerarsi 
abbastanza ampia, scelto il punto O nel punto ZrJO, improprio del­
l'asae delle z, ammette un modello proiettivo del tipo 

(l) ~z' f-3bz'+30z+d=O 

in CDI l polinomii (in flJ, y) a, b, 0, d, bauno i gradi formanti una 
progressione aritmetica. e Bono per il resto del tutto g'eneriei. cosiccbè 
la corvo. di diramazione l' è rappreselltabile per intero -( cioè senzlto 
l' agginnta di parti e.senzialmente non diram..nti) ngnagli..ndo .. 
zero il discriminante dell.. (l) nella forma 

(2) 'P = a' d' + 4 a o' - 6 a b o d - 3 b' " + 4 b' d = O 

In qneete ipote.i la dimoatl'azionedella unicità bir..zionale è 
.tata ottenuta f..cendo ..ppello "l f ..tto che le cnrve (2) coetitniacollo 
un unico sistema. continuo e p~rtanto, con variazione continua dei 

(') O. CHISINI e C. F. MANA.RA, Sulla earatteri.nazion~ delle curDe di 
dirama.ione dei piani Iripli, «Annali di Matem., (IV), T, XXVI (1947), 
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polinomii a b o d, ognnna di esse pnò ridnrsi ad nna forma limite 
costituit,1I da ona. cnr\'a: doppia spezzata bY; c'I. == O in modo che le 
ouspidi Bi portino Il terne nelle iotersezioni delle corve b = 0, 0=0. 

La conclnsione segue. allora in base ad un noto risnltato di O. 
OUISINI ('). ' 

Ma è noto che non tntti i piani tripli appartengono alla classe 
ora considerata. Il più semplice esenipiò di piano triplo non l'ppar· 
ten~nte ad essa si ha considel'ando qnello, diramato da nna sestiea 
con nove cnspidi, che si ottiene proiettando nna snperficie del IV 
ordine dotata di dne rette doppie sghembe, da nn sno pnòto. 

Or.. il ragionamento sopra esposto appare molto difficilmente 
estendibile al caso generale di piano triplo, il qnale pnò sempre 
ritenersi rappresentato ancora da nna equazione del tipo (l)";n cni 
però i polinomii a h o d non sono più generici ma sono legati tra 
toro in modo che (a cnrva di diramazione nOll è più l'app.resentata 
nella forma (2) ma soddisfa alla relazione più generale 

(3) h' 'P = a' d' + 4, a 03 - 6 a h o d - <I b' o' + 4 b' d 

dove la enrva h = O è non diramante per la fUllzione z ('", y) defi· 
nita implicitamente dalla (1). 

Abbiamo pertanto affrontato la qnestione qni di nuovo per 
altra via, in m'Odo da giungere allo scopo senza sottc;»porre 8 .v·a.ria­
zioni lo. ourva di diramazione ep assegnata. Per non .complicare 
nlterlormente (a ricerca la enrva è stata snpposta irridncibile e 
generica; tuttavia è cbi~ro che i risultati conseguiti Bi estendono 
senz!altro per continuità ai relativi casi limiti. 

Vale la pena di rilevare esplicitamente che i risnlt~tl qni con· 
segniti porgono nna conferma indiretta dei teoremi citati di p. OUI' 

SINI (') reiati vi alla nnicità birazionale delle fnnzioni algebriche 
di dne (o più) variabili aventi nna data varietà di diramazione. 

Ricordiamo inoltre che altrove (8) abbiamo messo in rilievo 
qnanta parte possa avere la nnicltà birazionale di nn piano triplo 

(') O. CBISINI, Sulla identità hirazionale di due funzioni algebriche 
di due Dariabili possedenti una medesima curva di diramazione, o: Rend. 
1st. Lomb.•, Vol. 77, (194.4): 

.O. CBISINI, Sulla identità bira$tonale di due funzioni algehriohe di 
più oariabili dotate di una medeaima Dariet4 di dirama.lione, «Rend. 
1st. Lomb.•, VoI. 80, (1947). 

(3) C. F. MANARA, Sulla caratteril.la.lion~ delle iper3uperfl~ie di dira· 
mazione degli S. tripli, «Rend. 1st. Lomb.•, VoI. 82, (1949). 
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diramato da uua data curva nella risoluzione 'del problema di esi· 
etenza di una funzione algebrica a tre valori di ,,( > 2) variabili. 
Rimane quiudi giustificata la sperauza che quanto è qui dimostrato 
possa validamente contribnire .. risolvere la qnestione della carat­
terizzatione delle varietà· di diramazione degli Sn tÌ'ipli generali. 

§ Il. - Sia dnnque data nel piano "', y la cnrva irridncibile 'l' 
che Bio. di diramazione per una fuozione algebri"ca a tre valori delle 
due variabili indipendenti :1J, y. ovvero, come diremo brevemente,' 
per un piano triplo ragpre~entato Bui piano x, y. Indioberemo CO," 

m l'ordine di 'l' (che risulta essere ..eenzialmellte pari) ed il nll­
mero delle eue clIspidi "on k. 

In tlltta la prMente trattazione supporremo che 'l' sIa generica 
nel sistema continuo di corve .di diramazione aventi tutte lo steaso 
suo ordine e le stesse singolarità. Come è noto ciò significa in par· 

. ticolare che cp non abbia altre singolarità all' infuori d~l1e cuspidi, 
e ,che queste siano essenzia'li ad 6aBB, eome curva di diramazione, 
cioè siano' traccie, sul piano 3', y, di rette per Zoo aventi con lo. 
superficie F (fuori di Zoo) 'un contatto tripunto in un suo pnnto 
semplicè. 

L'importanza di queBt' ultima conseguenza dell' ipotesi posta 
appare chiara a cbi consideri cbe, in CtUH, contrario, i risultati che 
abbiamo in vista non sarebbe-ro più conseguibiJi, come lo dimostra 
iJ noto eeem pio elementare fornito dal caso in coi la cUrva sia Ja 
già ricordata sestica con n01'8 éUBpidi; questa è di diramazione tlppunto 
per il piano triplo sopra descritto ed ancbe pel' quello che ei ottiene 
proiettando da UII l'unto esterllO una snperficie cubica dotata di 
tre pnoti biplaoari; i quali però, in questo secondo CRSO, danno 
origine a tre cuspidi che non sono essenziali alla ~ (inteso. come 
curva di diramazione) nel senso sopra precisato. 

Una. prima conseguenza di qnesta ipotesi è che UDa superficie lfi 
ebe 1 proiettata da Zoo sul piano x, y dà origine a<1 un piano triplo 
diramato da ~, non può ammettere singolarità isolate (fuori di Zoo) 

cbe verrebbero proietta,te iII singolarità accidentali di 'l', nè corve 
doppie IO carattere cnspidale nè Cllrve Illogo di punti di contatto 
di tangenti, passanti per Z~, più cbe bipunte, che darebbero ori­
gine .. parti doppie diramanti di 'l'. 

Quindi F' ammetterà soitanto unlcerto nnmero di cnrve doppie 
o multiple (proprie o infillitamente vicine a Z~) sprovviste di 
punti che fa·ceiano diminuire il genere della sezione ptBiut paS8ante 
per essi rispetto a quella generica. 

•
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Pertanto potremo supporre ancora il nostro piano triplo rap­
presentato da un	 modello proiettivo • 

(4)	 a.' + 3 b.' + 30. + d = O 

cbe diremo brevemente «modello proiettivo generale» in ·cui lo. 
cnrv-a .a = O aia in posizione del tutto generica rispetto alla curva· ~, 

ed iii particolare	 non passi per le cuspidi di 'P e non pos.egga sin­
golarità Dei pnnti in cui la incontro.. 

Come è noto (4)	 è possibile costruire dne polinomii p e q primi 
tra loro, i cui ordini possono essere indicati con 2v e 3'J rispetti-­•vamente (con \I	 intero) in modo cbe sUBsista la relazione 

(5)	 a''P = 41" + q' 

Tali	 polinomii p 'e q sono definiti dalle relazioni
 

l /' p =
 a 0- b' 

( /' q = a' d - 3 a bo + 2 b' 

dove f = O rappresenta. una curva non diramante per il nostro piano 
triplo. 

Inoltre per le ourve a = O, P =O e q = Osi verifloano le seguenti 
circostanze: 

l) le p = O e q = O sono aggiunte alla '!'; in partioolare in 
ogni cuspide di '!' la q = O è tangente alla relativa tangente cu· 
spidale; 

2) la p =0 è tangente alla,!, ovunque, la incontra fuori delle 
cuspidi in un gruppo di punti, che iodicheremo con Tj iD ognuno 
di essi la corva q = O ha un nodo, oon ona tangente nodale tan­
gente alla,!, (ed alla p = O); 

3) in ognuno dei ponti T passa pore la a = O che è ivi tan· 
gente alla,!, (ed alla p = O). 

Dalla relazione (li) si ricava pure cbe, detto R un gruppo di 
ponti allineati di ,!" e K il gruppo delle sne ouspidi, si ha 

Infatti dali" (5) stessa si ha che la funzione \t' = P non dirama 
sulla curva 'P e pertanto, in base a noti risultati ('), il grnppo dei 

(,).~. POMPILJ, Sulla rappreBenta~ione algebrica dei piani tripli, 
«Rend. Sem. Mal. >, Roma, (1939). 

(') O. CHISINI, Sulle .uperfieie di Riemann multiple priDe di punti 
di diramazione, «Rend. Lincei », (1915). 
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. puuti iu cni l.. p = O intersec.. I.. 'l' .te.... è equi valente .. quelli 
.eeati .u 'l' dalle enrve aventi ordi ne metà di qnello di p = O. 

l,a rel...ione (5) porta a con.iderare il modello proiettivo 

.'+3p.+q=O 

che diremo, con G. POMPILJ ('), modello proiettivo princip..le pelo 
un piano triplo diramat.o da cp, modello che, come è ovvio, è bira­
zion..lmente ident.ico a quello geuer..le dato dali.. (4). 

Viceversa, dato un modello principale, è possibile costruire 
infiniti modelli generali ·del tipo (4), tutti bira.ionalmente equiva­
lenti tra loro. 

Ora è noto cbe .u••i.te per la 'l' la relazione 

(6) 1''1' = 'f' - 4pp'� 

in cui polinomii 'f e p' souo defluiti dalle� 

Il''f=aà-bo 

ìf'p'=bà-o' 

Appare dalla (6) che la 'l' può essere cousiderata come curva di 
diram...ione del piano doppio 

(7) p u' + 'f u + p' = O 

risolveute qu..dratico del piano triplo (41. Appare "ncbe che le 
curve p' = O e 'f = O souo aggiunte aU.. 'l' ed inoltre l.. p' = O è 

tangente a.lla cp ovunque la incontra. Il gl"UPPO d'incontro, fuori 
delle cuspidi, sarà eia noi i ndicato con T'. D'altrllo parte. T = O Baca 
8U if, fuori delle cuspidi, il g:ruppo T + T'. 

~ or.. facile provare la "alidità dell .. segnente 

OSSERVÀZIONE I." - ~ possibile co.truire nn modello proiettivo 
di piano triplo, bi razionalmente equivalente à quello assegnato, 
rappresentato dalla (4), tale cbe in relazione ad esso le curve p' = O 

e 'f = O abbiano un ordine superiore ad nn numero cOIDunque alto. 
Si assuma infatti la tra.sformazione birazionale 

z = Zo + cr 

dove il polinomio in x, Y G, e quindi il. BUO grado che indicheremo 
con" r, ~ arbitrario. Questa operata ani piano triplo (-'-) induce di 
conseguenza la trR8forwazione "­

u=u()+a 

snl piano doppio (7) risolvente. 

('J Cfr. G. POMPa.., loe. cito in ('). 
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Effettuata la trasforma.ione si ha un nuovo modello� 

n, "o' + 3 b, -o' + 3 Co "o + <I, = O 
jn cui 

~o = a 

bo = b + n a 
(8) 

o, = o + 2 b a + n a'� 

<I, = <I + 30'1 + 3ba' + na'� 

Ed il norrispondente piano doppio 
i 
Po uo" + 'f'o U o + Po' = O 

ammette i coefficienti 

p, =p 

(91� ~',='f +2pa 

p,' = p' + 'f a + p a' 

Da queste relazioni, ed in p"rticolare dall'ultima delle (9) si 
deduce che la curva p,' = O hll l'ordine 2 v + 2 r ed è irriducibile, 
quando il polinomio a sia generico. Infatti detta X= O uoa soa 
eventuale parte, essa� dovrebbe essere comune alle curve p = 0, 
'f' O e p' = O; e ciò si esclude percbè porterebbe. di conseguenza 
che 11 e q non sono primi tra loro. avendosi facilmente 

Iq=n'f-2bp 

Analogamente dalla ultima delle (8) si ha cbe la curva <I, = 0, 
quaudo a sia generico, non passa per le cuspidi di 'P e non ba sin· 
golarità su 'P stessa. 

A conclusione di qUìlDto abbiamo osservato iln qui possiamo 
enunciare il 

LEllIlI".. I. - Dato nn modello proiettivo di piauo triplo dira­
mato dalla 'P, è possibile costrnire un modello proiettivo principale 
ad esso birazionalmente eqnivalente 

(lO)� ,,' + 3 p" +.Q = O 

dove P e Q sono polinomii. di ordini 2 v' e 3 v' rispettivamente, con v' 

asseguato, purcM sufficientemente J'(rande. 

Infatti basta assumere il grado r del polinomio a sopra con­
siderato In modo cbe Sill 

\l'=v+,, 
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perchè si abbia 

Jl' p = bo do - co' 

l l' Q = do' ao - 3 bo Co do + 2.0' 

dove a, bo Co do sono dati dalle (8) ed anche 

(11) d,''l' = 4P' + Q" 

Di qni segnono per le cnrve P = O e Q = O le stesse proprietà 
che abbiamo dedotto dalla analoga relazione (5) per le p =O e q = O; 
In particolare varrà la 

OSSERvAZtoNlll II.' - La curva P = Oè tangente alla 'l'ovunque 
la Incontra; Il grnppo El di coutatto fuori delle cuspidi è tale che 

(12) 

~ chiaro poi che tutti I grnppi El sono qnelli secati su 'l'. al 
variare di 0', dalle curve del sistema 

'l'+2po=0 

fuori delle cuspidi e del grnppo T. ,Possiamo qnindi ennnciare 
anche la 

OSSERvAZIONE III' - Detto 1f' Il geuere virtnale della 'l' 
(eousiderata virtnalmente pri va di singolarità) i gruppi ~) descri­

vono al variare di a una serie lineare g\l:m-~-'lt' di ordine v'm-'k v m-n; 
e dimensione ·/m-k-n'. 

§ III. - Snpponiamo "l'a, che esi.ta un .eeondo 'piano triplo 
diramato da Cf' e sia 

a,.' + 3 b,.' + 3 c,. + d, = O 

un suo modello pl"oiettivo generale. 
Applicando a questo le considerazioni del precedente paragrafo 

è cbi~ro che potremo anche in questo caso costruire un. modello 
proiettivo principale 

ove P , e Q, hanno gli stesei ordini 2,' e 3 v' ecelti per P e Q 
purchè " sia stato ..elto opportunamente alto. 

Vl,Irrà. anche in qnesto caso la relazione 
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a"aloga ali .. (11) e pertanto la curva P, = O sarà tangente alla 'l' 
(beninteso fnori delle cmBpidi) in tutti i punti di un gruppo ~), 

tale che Bia 
~\ + K=,' R 

Di qui e dalla (12) dednciamo che i gruppi tl e ~), Bono equi­
valenti e pertanto appartengono alla stesBa serie completa 19m,' -kl 
che possiamo sempre supporre" nOn speciale e quindi di dimelJaione 
m '\l' - le - 7t, indica.ndo con r. il genere effettivo di 1'. 

Ma abbia.mo visto che e descrive una. serie 9my:-~-1t' : Ulla . mv-", 
serie analoga descrive 8 1 e pertanto, quando sia ' 

2 (m,' - k - 1t') > m,' - k - 1t 

tali rlne serie aVra.nno nn gruppo comune. Possiamo pertanto enno· 
ciara il 

LEMl\IA. II. - Dati dne qualnnqne piani tripli diramati da 'l' 
è sempre possibile costruire due loro modelli proietti vi principali 

(11 z'+3Pz+Q=0 

(II) z' + 3 P, z + Q, = O 

tali che le cnrve P = O e P, = O hauuo lo Btesso ordiue e toccano 'l' 
(fuori delle cUBpidi) nello stesso gru ppo di punti. 

Pertanto per dimoBtrare che due qualunque piani tripli dira­
mati da 'l' Bono bi razionalmente eqnivalenti baBterà stabilire il fatto, . 

per due loro modelli principali (I) e (H:'. Osserviamo ora che nelle 
i pot••i poste, al fa.cio di curve determinate dallc P = O e P, = O 
a.ppal,tiene UDa curva spezzata nella cp ed in nna 'fj = O residuR.· Si 
può pertllnto scrivere 

(13) 

SUBsiste pnre la rela.zione analoga 

(14) 

Ma. come è noto, la corvo. di diramazioue cp è proiezione da 
Zoo della curva spaziale di contatto della superficie (I) con le rette 
parallele all' asse delle z. Tale eurva spaziale 'l'" ammette la rappre­
$entazione monoidale 

'1'=0; 2P.+Q=0 
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Per la superficie (2) la curva. analoga ~I* ammette la rappre­
sentazione 

'P = O; 2 P, z + Q, = O 

e dalle relazioni (13) e (14) .i deduce immediatamente cbe la 'P" è 
trasfOl'lllata dalla 1'1* mediante la omologhi avente oentro in ,Zoo 

",'=", .y' =y 

Operiamo ora qne.ta omologia .ul modello (Il); otterremo nn 
modello , , 
(II') (z')' + 3.' P, ~r,~. + Q,{',- = O 

cbe è tangente al cilindro 'P = O lungo lo curvo 'P•• 
n nostro scopo sarà raggiunto S6 dimostreremo cbe 80no bira· 

ziooalmeote equivalenti i modelli (I) e (II'). Diciamo ora F lo 
.uperdcie rappre.en!..ta dalla equazione (I) e F,' quell .. r..ppre.en­
tata dalla {II') ed oBserviamo che tutte le superficie appartenenti 
al fascio definito da queste sono tangenti al cilindro Cf = O Juogo 
la COl'va i:p*. Pertanto ogni piallO tri pIo che si ottiene proiettando 
da Zoo una superficie di tale fascio snl piano Z = O ammette nna 
curva di diral,DBzione che si compone_della corvo. q:J = O jì38a e di 
una curva 6 = O variahile al variare della Bupertlcie nel fascio, la 
9.ua1e .i riduce ad uu.. p..rte dnppia (non diramaute) qn..ndo l.. 
superficie coincide con F oppure con F I '. 

Osserviamo ora che sa ogni retta p del piano z = O uo tale 
piano triplo determina ulla funzione algebrico. a tre valori di una. 
sola variabile (retta tripla), avente co~e groppo di dirama.zione 
le iotersezioni di p con la. curva di diramazione. 

Dimo.treremo cbe le retté triple dedoite d..lle dne .uperdcie 
p ed F I' BU una ret.ta generica del piano z = O 8000 birazionalmente 
equivalenti, con che risulteranno birazionalmente equivalenti auche 
lo doe .uperdcie. 

Infatti fissiamo nel piano .z =O un generico ra8cio di rette l 

livente il centro in uo punto G cbe per oemplicità po•• i..mo ....u­
mere nel punto Yoo supposto in fnnzione generica rispetto alla 
curva cp. Allora 8U ogni retta llJ :...::: x(l la curva 

'P(""y)=O 

determina un gruppo di m pnnti YIl Y'l' ... , y"", soluzioni della 

rp ("'01 y) = <I" 
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Fissiamo ora. nel piano 'l'ty della. variabile complessa y con una. 
legge qualunque UD sistema r di cappi Yl ••• l'llò i quali, per ogni
"o vadano a circondare i punti Y. Y, ... y.. partendo dal punto y = 00. 

j';) cbiaro cbe i nO$tri due piani tI'ipli diramati dalla 'P deter­
minano sulla retta. x = W due funzioni algebriche della Boia varia­o 
bile !II che dirsrnanQ" nei punti YI' 1h~ ... , v.· 

Fissiamo ora. nel punto 'Y = 0Cl i nomi delle determinazioni di 
queste fnnzioni; è noto che eSBe risultano birazionalmente identicbe 
se si possono scegliere i nomi io y"= 00 in' mo(lo tale che ogni 
oappio del sistema r operi lo stesso scambio snlle determinazioui 
delle flue funzioni. 

Ol'a se questo avviene per UD valore di- X avviene. per tntti,o 
cioè in tutto il piano. 

Facciamo infatti variare per continoib\ ~l parametro :»0 ln modo 
che descriva., ilei piano ':'t'III della. variabile com-plessa :l:', uu sistema 
fondamentale di cammini chiusi circondanti le diramazioni della 
fnnzione algebrica y (xl definita dalla equazione 'P (x, y) = O. 

C08~ i punti YJ' Y! ••. Ym descrivono la treccia caratteristica 
dell" curva 'P C); dalle cui proprietili topologicbe 'dipende il variare 
degli scambi operati guUt> fuuzioni • (y) dai c"ppi y, •.• y•• 

Poicbè la treccia' caratteristica è II! stessa (in quanto essa è 
rappresentativa deUa 'P) le funzioni stesse diramano quindi ngnal­
mente in tutto il piauo. 

§ IV. - Consideriamo ora una superficie generica appal'ten~Dte 

al fascio definito dalle due superfici Il' = O ed F I ' =.0. Chiamiamo cc 

(') Per quanto riguarda il concetto di treccia caratteristica (o fascio 
caratteristico) di una curva algebrica e le sue applicazioni alla. teoria 
delle funzioni algebriche di due variabili. si veda per es.: 

O. CaISINI, Una 8ugget;(iva rappreB~ntazion.e rfale per le curDe alge­
briche piu.ne, «Rend. 1st. Lomb. », 11933). 

- La rappre8enta~ioBe torica di una curDa algebrica nell' intorno 
di un punto gtngotare, « Rend. lst. Lomb.", (1936 l. 

- Un teorema di esiatenza dei piani multipli, «Rend. Lincei», (1934)• 
. - Sulla curva di diramazione deì piani multipli, « Rend. Lincei», 

(1936). 
- Un piu geq,erale teorema dt esiBt6n~a dei piani multipli, (( Rend. 

Lincei" (1938 l. 
C. F. MANARA, Esisten.za topologica di diram'lzioni negatioe per le 

eur'Oe doppie, II Rend. Lil1cei». (1947 l. 
MODESTO DEDÒ, Algebra delle treceie caratteristiche ecc., ~ Rend. 1st. 

Lomb.». (1950). 
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il parametro dei faecio e poniamo cbe F ed F' corri.pondano ai 
valori a. =, O ed a. = 1 del parametro a., Fieoato nn valore generico 
II! = "'o cioè una retta p generica del faecio avente centro Y"", è 
cbiaro che F. definiece eli p una retta tripla variabile con oontl­
nllità in fllozione di p oteeBo, cioè llna funzione algebrica z. (y) a 
tre valori della oola variabile !I, a pnnti di diram...ione ieolati. 
Precioamente il gruppo Il dei pnnti di diramazione di z. (!I) è dato 
dal grnppo di m punti /5't ..• ~'m illtel'sezioni di p con 'P, non varia.­
bili in funzione di et, e da altri punti 8'10.0 8'l variabili in fnnzione 
di " che, per i valori a = O ed a. = l con:tluiBcouO a coppie in certi 
gruppi di punti 8'01' Ò"'Q2"'" Ò"ol; 8'11~ Ò"Ut 0'0' 8'll rispettivamente. 

Oome è noto (') i valori della funzi""e z. (!I) Bi ottengono ra­
zionalmente da quelli di nna fnnzione Wa eei valori il cui gruppo 
di monodromia è iBomorfo a qnello di z; la funzione W è notoria· 
mente radice dell.. rieolveote di. G..loiB della funziooe z. 

Oi occuperemo di questa seconda fnozione, la qnale si costruisce 
come segue: 

Si defioiece anzitutto ona fonzione a due valori della !I dira­
mata nel gruppo ~ 

.'=4 p.' + Q.' 
che determino. quindi, nel piano y, RJ DUO. curva iperellittiea. .12« 8ulla. 
qu..le le rette !I = COBt. oecano la g,' coetitulta dalle dette coppi. 
di valori della •• 

Indi ei determina Bulla !l. nua fllnzione irridllcibile IO tre va' 
lori IO gruppo' cicl,iéO 

W'=-Q.+11 

la qllale, poichè i punti di diramazioue di • eono ieolati, è priva 
di punti di diramazione BQUa. riemanniana della curva &ler; e per·. 
tanto deve diramare Boltanto lungo i cicli riemanni"ni della 09. 

steB8a. 

Oome è chiaro, al tendere di a. ai diverBi valori O oppnre 1 la 
curva iperellittica .QIX t.enderà a due diverse corve ~JOl w. riepetti­
va.mente, av~nti lo stesso groppo di diramazione b\ ... 8''''t e perciò 
birazion"lmente equivalenti. 

OonBegllentemente la funzione W. tenderà a due funzioni W o 
e w, lo gruppo ciclico snlla w. e snlla w, rispettLv"lDen.te, le quali. 
per le ipotesi poste, non hanno pnnti di diramazione isolati e 
qllindi diramano Boitanto lungo cicli riemanniani. 

(') C. TIBILETTI, Sulle I!uroe triple priDt!, di punti di di,.ama~ioneJ 

«Rend. 1st. Lomb. >l, VoI. 79 (1945). 
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t'er COblOdità potremo boare lIoa nllova curva iperellittlca lo 

avente lo oteBoo gruppo di diramazione di "'o ed "'I e qoindi bira­
zionalmente equivalente ad èooe. Potremo allora vedere ambedlle 
le funzioni W o e ?Cl Bulla l'iemannisna della w e, come è noto (") 
avremo dimostrato che esse sono birazionalmente equivalenti 86 

avremo dimootrato che ammettono la oteooa oootituzione del gruppo 
ciolico per lo stesso ciclo riemanniàno di w. 

A tal ftn~ osserviamo cbe tra i cicli riemanniani di .sl« alcuni 
degenerano oia quando" tende al valore O che qnando tende ad 1 
valori che corrispondono alle curve limiti ~IO ed Wl mentre altri 
tendono ai cicli di queste oltime curve; e precisamente questi ultimi 
si costruiscono in base ai punti di diramazione b\ ... 6'. dssi al 
variare di ~. .. 

Ora è (acile verificare che due cicli riemanniani di (dO ed Wl 

obe sono limiti dello l'tesso ciolo di Qa; hanno su w immagini che 
differiocono tra loro ooltanto per cammini nolli (di "' oteooa) cioè 
BOllO equivalenti. 

Ma variando ac per continuità nQn può variare la sostituzione" 
della fonzione W~ operata da nn dato ciclo di ~~ e, oe questo al 
limite non degellera, tale eootitn.ione è 1& oteoO" per i valori della 
W o (e della w,) oul corriepondente ciclo di "0 (e di "'d. 

Osserviamo ora che le funzioni tDo e 10) non ba.nno punti di 
diramazione 8U W o ed Wl e quindi nemmeno au (l.)~ Pertallto cicli 
equivalenti p08sono e8Bere rioondotti 8 coinoidere per continuità 
senzlI che varii la oorrispondente sostituzione da e8~i operata 8U 

w(J e 'lC l " Ne consegne che queste dne funzioni banno le st~88e 
008titllzioui Bugli Bteooi cicli di o" e pert"oto lo eteooo gruppo di 
mODodromia. Dunque le corrispondenti rette triple Bono birazio­
Ilalmente equivalenti. 

Possiamo quindi ooncludere enunciando il 

TEOREMA.. - ~ unico il piano triplo diramato da una curva 
lJ irriduoibile generica del eistemll continuo di curve di dirama­
zione aventi lo stesso ordine e le stesse singola.rità., 

Milauo, Aprile 1951. 

(') C, TIBILETTI, lo•. ciI. iII ('J. 




